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Georgy Feodosevich Voronoi (1868-1908)
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Historia

Primera aparicion en el siglo XVII, en un
Descartes.

libro de R.
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Icke Astronomy

“Heavens”
Dirichlet tesselation
\oronoi diagram

area of influence polygons
Thiessen polygons
domains of action
Wigner-Seitz regions
atom domains

areas potentially available
plant polygons

capillary domains

\oronoi diagram

giicaaa | Historia
- Ha sido redescubierto varias veces en distintos
campos cientificos.
- Descartes Astronomy 1644
Dirichlet Math 1850
- \oronoi Math 1908
Boldyrev Geology 1909
- Thiessen Meteorology 1911
- Niggli Crystallography 1927
S Wigner & Seitz  Physics 1933
o oeo-o0  Frank & Casper  Physics 1958
b— 3OV Ecology 1965
- Mead Ecology 1966
Fundamentosde ALK Anatomy 1985
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Historia

En el siglo XIX John Snow lo utiliza para
determinar la fuente de una epidemia de coélera
en Londres.
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Pl saa | [ Aplicaciones ]

Cartografia, por ejemplo para construir una
Imagen a partir de varias fotos aéreas o de
satelite.
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[ Aplicaciones

Construccion del medial axis o del esqueleto
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Construccion del medial axis o del esqueleto
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[[ Aplicaciones

Construccion del medial axis o del esqueleto

Medial axis Voronot diagram
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Construccion del medial I 1 g

{b) Polygonal
Approximation

/
! | 1 (a) Planar Shape

Document Image
Processing

(a) image (b) sample points

Document Image
Processmg

(c) point Voronoi diagram (d) area Voronoi diagram

Fundamentos de
Geometria ‘

Computacional
I.T.l. Gestion



Fundamentos de
Geometria

Computacional
I.T.l. Gestion

Aplicaciones

Ecologia.

Voronol Art.

http://www.cqgl.uwaterloo.ca/~csk/projects/voronoi/

http://www.]osleys.com/show gallery.php?galid=284
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[ Aplicaciones

Colocar o evitar sensores.

Sensor node site Approximate
coverage boundary

Breach
origin

Breach
destination
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[ Aplicaciones

Diseio de rutas de robots.
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Aplicaciones J

Y otras muchas (meteorologia, ecologia, geologia,
antropologia,...) en

http://www.ics.uci.edu/~eppstein/qgina/scot.drysdale.html

http://www.voronoi.com



http://www.ics.uci.edu/~eppstein/gina/scot.drysdale.html�
http://www.voronoi.com/wiki/index.php?title=Main_Page�
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Propiedades

J

¢ Qué puntos del plano estan mas cerca
del punto p; (rojo) que del resto de
puntos de la nube (azules)?

Region de Voronoi del
punto p,
Vor(p;)
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Propiedades

¢ Qué puntos del plano estan mas cerca
del punto p; (rojo) que del resto de
puntos de la nube (azuleg)?

Region de Voronoi del
punto g.

Vor(p;)

El diagrama de Voronoi es Ip unidn de las regiones de
Voronoi de cada uno de los puntos de la nube.
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Propiedades

¢ Qué puntos del plano estan mas cerca
del punto p; (rojo) que del resto de
puntos de la nube (azuleg

Region de Voronoi del
punto g.

Vor(p;)

Vértices O Generadores

/

O

El diagrama de Voronoi es Ip unidn de las regiones de
Voronoi de cada uno de los puntos de la nube.
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Propiedades

Cada arista esta en la
mediatriz del segmento
pip; que une dos puntos
(vecinos) de la nube.

El vecino mas cercano a
cada punto p; define una
arista del poligono de

Voronoi de dicho punto

P;-
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icada | Propiedades

Cada arista esta en la
mediatriz del segmento
pip; que une dos puntos
(vecinos) de la nube.

El vecino mas cercano a
cada punto p; define una
arista del poligono de
Voronoi de dicho punto

P;-

Cada vértice es un punto
equidistante a tres
generadores (0 mas Si
es un caso degenerado)
y es la interseccion de
tres aristas.
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Pdplicada | Propiedades

Una region de Voronoi
es un poligino convexo o
una region no acotada.

Una region de Voronoi
es no acotada si su
punto generador
pertenece a la
envolvente convexa de
la nube de puntos.

Una region de Voronoi
es un poligono convexo
Si su punto generador es
interior a la envolvente

convexa de la nube de
Fundamentc’>s de pUI’ltOS.
Geometria

Computacional
I.T.l. Gestion
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Propiedades

Dado un punto q
I[lamaremos circulo
maximo vacio, C(q), al
mayor circulo centrado en
g que no contiene a ningun
generador del diagrama en
su interior.
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Propiedades

Dado un punto q
I[lamaremos circulo
maximo vacio, C(q), al
mayor circulo centrado en
g que no contiene a ningun
generador del diagrama en
su interior.

La mediatriz entre dos
generadores define una arista
de Vor(S) si (y solo si) existe
un punto g sobre dicha
mediatriz tal que C(q)
contiene solamente a estos
dos generadores en su
frontera.
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Propiedades

Dado un punto q
I[lamaremos circulo
maximo vacio, C(q), al
mayor circulo centrado en
g que no contiene a ningun
generador del diagrama en
su interior.

Un punto g es vértice de Vor(S)
si (y s6lo si) C(q) contiene tres o
(en el caso de tratarse de un
diagrama degenerado) mas
generadores en su frontera
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[[ Calculo del diagrama

J

¢Como calcular la region de Voronoi, Vor(p;), de un punto (rojo)?



Calculo del diagrama

Tema 3 ¢Como calcular la region de Voronoi, Vor(p;), de un punto (rojo)?

Diagrama de
Voronoi

Introduccioén

O
Historia O
licaciones
O
O O
O
Pi
@
O
O O
Fundamentos de
Geometria ) ) . .
Computacional Los puntos de V(p,) estan mas cerca del punto rojo que del amarillo
I.T.l. Gestion
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Tema 3 ¢Como calcular la region de Voronoi, Vor(p;), de un punto (rojo)?
Diagrama de
Voronoi

Introduccioén

O
Historia O
licaciones
O
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O
Pi
@
O
O O
Fundamentos de
Geometria ) ) . )
Computacional Los puntos de V(p,) estan mas [cerca del punto rojo que del marrdn
I.T.l. Gestion
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[[ Calculo del diagrama

J

¢Como calcular la region de Voronoi, Vor(p;), de un punto (rojo)?
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[ Calculo del diagrama

¢Como calcular la region de Voronoi, Vor(p;), de un punto (rojo)?

Lema: La interseccion de los semiplanos h(p;,p,) (i=k) es Vor(p,).

Corolario: Vor(p;) es un convexo.
O

O
O
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Lema: La interseccion de los semiplanos h(p;,p,) (i=k) es Vor(p;).

Teorema: La interseccion de n semiplanos se puede
calcular en tiempo optimo O(n log n).

Corolario: Vor(p;) se puede calcular en tiempo 6ptimo
O(n log n).

Corolario: El diagrama de Voronoi de una nube de n
puntos se puede calcular en tiempoM)(nzlog n).

Fundamentos de
Geometria

Computacional
I.T.l. Gestion
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fplicada 1 [ Algoritmo incremental ]

Construimos el diagrama de S = {p,,...,p,} punto a punto.

Suponemos que tenemos el diagrama de S; = {py,....p;}
y afladimos un nuevo punto p;,;.

Fundamentos de
Geometria

Computacional
I.T.l. Gestion
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Algoritmo incremental

Construimos el diagrama de S = {p,,...,p,} punto a punto.

Suponemos que tenemos el diagrama de S; = {py,....p;}
y afladimos un nuevo punto p;,;.

Encontramos la region
Vor(p,) donde se
encuentra el punto p;,;.

Trazamos la mediatriz del
segmento P, Py-

Trazamos la mediatriz del
segmento p;,,p;, siendo p;
“vecino” del vertice p,

Eliminar las porciones de
Fundamentos de arista y los vertices que

Geometria gueden dentro de la
Computacional nueva regién

I.T.l. Gestidn
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Algoritmo incremental

Construimos el diagrama de S = {p,,...,p,} punto a punto.

Suponemos que tenemos el diagrama de S; = {py,....p;}
y afladimos un nuevo punto p;,;.

Encontramos la region
Vor(p,) donde se
encuentra el punto p;,;.

Trazamos la mediatriz del
segmento P, Py-

Trazamos la mediatriz del
segmento pj+1pi,_5|endo o]
“vecino” del vertice p,

Eliminar las porciones de
Fundamentos de arista y los vertices que
Geometria gueden dentro de la

Computacional nueva regién.

I.T.l. Gestidn
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Algoritmo incremental

Construimos el diagrama de S = {p,,...,p,} punto a punto.

Suponemos que tenemos el diagrama de S; = {py,....p;}
y afladimos un nuevo punto p;,;.

Encontramos la region
Vor(p,) donde se
encuentra el punto p;,;.

Trazamos la mediatriz del
segmento P Py-

Trazamos la mediatriz del
segmento pj+1pi,_5|endo o]
“vecino” del vertice p,

Eliminar las porciones de
arista y los vértices que
gueden dentro de la
nueva region.

\

__, | Lema: Insertar cada punto
cuesta O(n)

>_

Teorema: El algoritmo incremental

obtiene el diagrama de Voronoi de

una nube de n puntos en un tiempo
O(n?).
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[

Algoritmo incremental

jOjo! El algoritmo falla si la region del nuevo punto es no
acotada.
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|

Algoritmo incremental

jOjo! El algoritmo falla si la region del nuevo punto es no
acotada.

Esto puede arreglarse afnadiendo tres puntos auxiliares.
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Algoritmo Divide y Venceras

1) Dividir S en dos
subconjuntos S;y S,

© de aproximadamente
O el mismo tamano.
O
O
O
O
O
O
O
O




fplicada 1 Algoritmo Divide y Venceras

1) Dividir S en dos
° ?eonju_ntos S,vVS,
~deaproximadamente

el mismo tamano.

® 2) Calcular recursiva-
® mente los diagramas
Vor(S,) y Vor(S,)

O T~
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Algoritmo Divide y Venceras

1) Dividir S en dos
° ?eonju_ntos S,vVS,
~deaproximadamente

el mismo tamano.

® 2) Calcular recursiva-
= ® mente los diagramas
Vor(S,) y Vor(S,)

O 3)Calcular Vos(S), a

® partir de los diagra-
mas Vor(S,) y Vor(S,),
~oitenidos en 2.




icada 1 Algoritmo Divide y Venceras
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Lema Si dos subconjuntos estan
separados por una linea vertical (S1
a la izquierda y S2 a la derecha),
existe una linea poligonal monétona
creciente c tal que todo punto q
situado a la izquierda (derecha) de
Fundamentos de dicha poligonal esta en la region de
Geometria Voronoi de un punto de S1 (S2).

1) Dividir S en dos
‘s)y)eonjuntos S,vVS,
~deaproximadamente

el mismo tamano.

2) Calcular recursiva-
mente los diagramas
Vor(S,;) y Vor(S,)

3)Calcular Vos(S), a

partir de los diagra-
mas Vor(S,) y Vor(S,),
~oitenidos en 2.

Computacional I
I.T.l. Gestidn




dilicada Algoritmo Divide y Venceras

Lema: Si dos subconjuntos estan separados por una linea vertical
(S1 alaizquierda y S2 a la derecha), existe una linea poligonal
Fundamentos de monotona creciente ¢ tal que todo punto g situado a la izquierda

Geometria (derecha) de dicha poligonal esta en la region de Voronoi de un
Computacional punto de S1 (SZ).

I.T.l. Gestidn
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-\

Lema Si dos subconjuntos estan
separados por una linea vertical (S1
a la izquierda y S2 a la derecha),
existe una linea poligonal monétona
creciente c tal que todo punto q
situado a la izquierda (derecha) de
Fundamentos de dicha poligonal esta en la region de

Geometria Voronoi de un punto de S1 (S2).

3) Calcular Vor(S), a partir

7“/

i1) Eliminar las lineas de

Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

Computacional
I.T.l. Gestidn

(izquierda) de c.




dilicada Algoritmo Divide y Venceras

¢ 3) Calcular Vor(S), a partir

de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

® 1) Encontrar un punto muy
/ alto sobre la linea divisoria.

~——
O T~

Fundamentos de if) Eliminar las lineas de
Geometria | Vos(S;) (Vor(S,)) a la derecha
Computaciona (izquierda) de c.

I.T.l. Gestidn
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3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

i1) Eliminar las lineas de
Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

(izquierda) de c.
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3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

3) Trazar la mediatriz de pq
hasta que toque a alguna de

las dos regiones Vor(p) o
Vorty—

i1) Eliminar las lineas de
Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

(izquierda) de c.
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Algoritmo Divide y Venceras

3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

3) Trazar la mediatriz de pq
hasta que toque a alguna de

las dos regiones Vor(p) o
Vorty—

4) Si toca a Vor(p), actualizar p.
Si toca a Vor(q), actualizar q.

\

i1) Eliminar las lineas de
Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

(izquierda) de c.
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Algoritmo Divide y Venceras

3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

3) Trazar la mediatriz de pq
hasta que toque a alguna de

las dos regiones Vor(p) o
Vorty—

4) Si toca a Vor(p), actualizar p.
Si toca a Vor(q), actualizar q.

\

i1) Eliminar las lineas de
Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

(izquierda) de c.




ode

|caaal

Fundamentos de
Geometria

Computacional
I.T.l. Gestion

Algoritmo Divide y Venceras

3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

3) Trazar la mediatriz de pq
hasta que toque a alguna de

las dos regiones Vor(p) o
Vorty—

4) Si toca a Vor(p), actualizar p.
Si toca a Vor(q), actualizar q.

5) Volver al paso 3

i1) Eliminar las lineas de
Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

(izquierda) de c.
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3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

3) Trazar la mediatriz de pq
hasta que toque a alguna de

las dos regiones Vor(p) o
Vorty—

4) Si toca a Vor(p), actualizar p.
Si toca a Vor(q), actualizar q.

5) Volver al paso 3

Fundamentos de if) Eliminar las lineas de
Geometria Vos(S;) (Vor(S,)) a la derecha
Computacional (izquierda) de c.

I.T.l. Gestion
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Algoritmo Divide y Venceras

3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

3) Trazar la mediatriz de pq
hasta que toque a alguna de

las dos regiones Vor(p) o
Vorty—

4) Si toca a Vor(p), actualizar p.
Si toca a Vor(q), actualizar q.

5) Volver al paso 3

i1) Eliminar las lineas de
Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

(izquierda) de c.
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Algoritmo Divide y Venceras

3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

3) Trazar la mediatriz de pq
hasta que toque a alguna de

las dos regiones Vor(p) o
Vorty—

4) Si toca a Vor(p), actualizar p.
Si toca a Vor(q), actualizar q.

5) Volver al paso 3

i1) Eliminar las lineas de
Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

(izquierda) de c.
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3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

3) Trazar la mediatriz de pq
hasta que toque a alguna de

las dos regiones Vor(p) o
Vorty—

4) Si toca a Vor(p), actualizar p.
Si toca a Vor(q), actualizar q.

5) Volver al paso 3

i1) Eliminar las lineas de
Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

(izquierda) de c.
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3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

3) Trazar la mediatriz de pq
hasta que toque a alguna de

las dos regiones Vor(p) o
Vorty—

4) Si toca a Vor(p), actualizar p.
Si toca a Vor(q), actualizar q.

5) Volver al paso 3

i1) Eliminar las lineas de
Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

(izquierda) de c.
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3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.

2) Este punto esta en laregién
deun puntopde S;yenla
region de un punto q de S,.

3) Trazar la mediatriz de pq
hasta que toque a alguna de

las dos regiones Vor(p) o
Vorty—

4) Si toca a Vor(p), actualizar p.
Si toca a Vor(q), actualizar q.

5) Volver al paso 3

i1) Eliminar las lineas de
Vos(S,) (Vor(S,)) ala derecha

(izquierda) de c.
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3) Calcular Vor(S), a partir
de Vor($,) y Vor(S,).

|\ Zalettar la poligonal c.

1) Encontrar un punto muy
alto sobre la linea divisoria.
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2 T(n/2)

T(n)

O(n)

T(n) =2 T(n/2)+0(n)

—

1) Dividir S en dos
(" |subconjuntos S,y S,
de aproximadamente
el mismo tamano.

2) Calcular recursiva-
mente los diagramas

L Vor(S,) y Vor(S,)
3) Calcular Vos(S), a
partir de los diagra-

mas Vor(S,) y Vor(S,),
obtenidos en 2.

T(n) €e O(n lg n)




|¢El§aa 1

Fundamentos de
Geometria

Computacional
I.T.l. Gestion

Algoritmo Divide y Venceras

Teorema: El método de divide
y venceras calcula el diagrama
de Voronoi de n puntos en el
plano en tiempo O(n log n).

(este tiempo es Optimo)

1) Dividir S en dos
subconjuntos S;y S,
de aproximadamente
el mismo tamano.

2) Calcular recursiva-
mente los diagramas
Vor(S,;) y Vor(S,)

3) Calcular Vos(S), a
partir de los diagra-
mas Vor(S,) y Vor(S,),
obtenidos en 2.
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[[ Algoritmo de Fortune J]

http://www.ams.org/featurecolumn/archive/voronoi.html

http://www.dma.fi.upm.es/mabellanas/voronoi/applet/voronoi-jar.html
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[ Voronol y la envolvente convexa ]

A partir del diagrama de Voronoi podemos
calcular la envolvente convexa.

Los vértices de la
envolvente son los

generadores con
region de Voronoi no
‘ acotada.
‘ O

/
O

O

/i

O
O
O
O
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[ Voronol y la envolvente convexa ]

A partir del diagrama de Voronoi podemos
calcular la envolvente convexa.

Los vertices de la
envolvente son los
generadores con
region de Voronoi no
acotada.

Construir la envolvente
a partir del diagrama
de Voronoi cuesta
O(n).

El diagrama de Voronoi puede
construirse en tiempo 6ptimo
O(n log n).




Chda Ejercicios

1.- Describir las mediatrices (el conjunto de puntos que equidistan) de:
Un punto y una recta
Dos rectas
Un punto y un segmento
Dos segmentos

2.-Dados dos conjuntos de puntos Ay B, cada uno de ellos con N puntos,
encontrar el minimo de la distancia de un punto de A a uno de B.

3.- Algunas de las métricas mas usuales, ademas de la euclidea son las
siguientes:
d1((x1,y1),(x2,y2))= |x1-x2|+]yl-y2| 'y  dw((x1,y1),(x2,y2))= max{]|x1-

x2],lyl-y2]}
Construir el diagrama de Voronoi de tres puntos con estas meétricas.

4.- Dado un conjunto S de puntos en el plano, para cada punto p de S
definimos su region de Voronoi de los puntos mas alejados como el lugar
geometrico de los puntos del plano que estan mas alejados de p que de
ningun otro punto de S. Disefiar un algoritmo que calcule el diagrama de
Voronoi de los puntos mas alejados de S.

Fundamentos de http://www.dma.fi.upm.es/mabellanas/tfcs/fvd/home.html
Geometria

Computacional
I.T.l. Gestién
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